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本日の講義内容、連絡事項

次回 (1/23 最終回)は、レポート課題 Bについてのフィードバックをす
る。修正意見を出された場合はレポートを再提出すること (〆切 1月 30
日)。Covid-19 の流行がぶり返していることもあるので、ハイブリッド形
式 (対面+Zoom) で行う。

今回は、有限要素法の理論的背景について解説する。参考書としては、
和書ではまず菊地 [?],それから田端 [?],洋書に目を向けると Brenner-Scott
[?] があげられる。

偏微分方程式の関数解析的な取り扱いの勉強が必要になる。定番本であ
るが、やはり Brezis [?], Evans [?] が頼りになる。
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有限要素法をどのように学ぶか

有限要素法についての半期の講義科目の内容をどのようにするか、折に触れ考
え続けている。

「数値計算は総合技術」という言葉があるように、1つの数値計算を行うため
に、非常に多くのものが必要になる (微分方程式の理解、離散化アルゴリズム、
線形演算・数値積分・関数近似などの基本的な問題を解くためのアルゴリズム、
プログラミング言語とコーディング・テクニック、可視化ソフトウェア、計算に
用いるシステムの理解、数値計算結果をどのように記録・保存するか、…)。そ
れらすべてを自分で理解して用意するのは困難であり、また必要もないことであ
ろう。しかし、どのように向き合えば良いだろうか。普段は抽象度の高いところ
で理解・考察し、必要に応じて低い層に降りて検討する、というやり方をすべき
である、と考えている。

車の運転にたとえて論じられることもある。創成期は車の運転をする人は内部
構造を良く理解していたが、それは必要なくなり、今では運転前にボンネットを
開けることをしない人も多い。もうエンジンについて理解したりする必要はない
のではないか。それはそうなのかもしれない…しかし、車の運転の場合は (目的
地まで安全かつ迅速かつ快適に到着したか) 効果・結果がはっきり見えるが、数
値計算の場合は結果の良し悪しがすぐには分からないことは注意すべきである。
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有限要素法をどのように学ぶか
数理モデルによく現れる数値計算法であるから、実用性は重要である。

しかし実用性とは何か真剣に考えないと (計算結果の品質をちゃんと評価
している？)、単なる事例収集になってしまう可能性がある。なぜそれで
結果が得られるのか、得られた結果がどれくらい信用できるのか、そもそ
もその方法を採用するのは正しいのか、分からないままになる危険性が
ある。

定評のあるハンドブックを紐解くと、重要な問題を網羅した上で、主
だった文献にどういうものがあるか紹介し、その内容の要約を解説した上
で、「詳しいことは文献を見て下さい」と読者を導き、可能な場合は複数
の方法の比較検討を行っている。
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ここまでの「応用数値解析特論」を振り返って

前半では、Poisson 方程式の境界値問題を取り上げ、弱定式化、Ritz-
Galerkin法、直接剛性法に基づく C言語による実装、FreeFem++ による
実装を解説した。ここまでは比較的堅実な足取りであったと考えている。

その後は、FreeFem++ を活用して、時間発展する系 (熱方程式、波動
方程式)、流体力学の方程式 (ベクトル値関数の方程式の弱形式導出, 鞍点
型変分原理, 非線形方程式に対するNewton法, 高 Reynolds 数の問題の不
安定性に対処するための Lagrange-Galerkin法) などを解説した。盛りだく
さんだが、前半と比べると相当な駆け足で、ウィンドー・ショッピング的
になった嫌いがあるかもしれない (非常に幅広い応用があるということで
仕方がない、という気はする)。

この講義の締めは、理論的にどこまで保証されているかについて、簡
単・不十分でも構わないから解説することとしたい。かなりの強行軍かも
しれない。

すみません、今日はちょっと無茶をやります。
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Sobolev空間 Wm,p(Ω)

Ω を Rn の開集合、1 ≤ p < ∞ とする (p = ∞ の場合は省略する)。
Lp(Ω) の要素で、その関数の “一般化 1階偏導関数” がすべて Lp(Ω) に属す

るもの全体

W 1,p(Ω) :=

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(∃g1, · · · , gn ∈ Lp(Ω))(∀i ∈ {1, · · · , n})

(∀φ ∈ C∞
0 (Ω))

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giφ dx

(gi を ∂u
∂xi
で表し、一般化偏導関数と呼ぶ)

 ,

に次のノルムを与える。

∥u∥W 1,p :=

(
∥u∥pLp +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp

)1/p

.

m ∈ N, m ≥ 2 に対して

Wm,p(Ω) :=

{
u ∈ Wm−1,p(Ω)

∣∣∣∣ ∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω) (i = 1, · · · , n)

}
.

(ノルムは省略する。)
m = 0 の場合は Lp(Ω) を表すとする: W 0,p(Ω) := Lp(Ω).

Wm,p(Ω) は Banach 空間である。かつらだ
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Sobolev空間 Hm(Ω)

p = 2 の場合、W 1,2(Ω) は内積

(u, v)H1 := (u, v)L2 +
n∑

j=1

(
∂u

∂xj
,
∂v

∂xj

)
L2

により Hilbert空間となる。次の記号も用いられる。

H1(Ω) := W 1,2(Ω).
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Sobolev空間 Wm,p
0 (Ω), Hm

0 (Ω)

一般に C∞
0 (Ω) ⊂ Wm,p(Ω) である。

C∞
0 (Ω) の Wm,p(Ω) での閉包を Wm,p

0 (Ω) と表す。つまり、u ∈ Wm,p(Ω) に
ついて

u ∈ Wm,p
0 (Ω) ⇔ (∃{un}n∈N : C∞

0 (Ω) 内の列) lim
n→∞

∥u − un∥Wm,p = 0.

Hm
0 (Ω) := Wm,2

0 (Ω) とする。

閉部分空間であるから、Wm,p
0 (Ω) は Banach 空間、Hm

0 (Ω) は Hilbert 空間で
ある。
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Sobolev空間 有界領域の場合の H1
0 (Ω)

Ω が有界領域であれば、Poincaré の不等式が成立する:

(∀p ∈ [1,∞))(∃C > 0)(∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)) ∥u∥Lp ≤ C ∥∇u∥Lp .

特に V := H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) に対して、

(u, v)V :=
n∑

i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2
, ∥u∥V :=

√
(u, u)V =

(
n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2
L2

)1/2

はそれぞれ内積、ノルムとなり、ノルムは ∥·∥H1 と同値である:

(∃C1,C2 > 0)(∀u ∈ V ) C1 ∥u∥H1 ≤ ∥u∥V ≤ C2 ∥u∥H1 .
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Sobolev空間を使うのはなぜ？
弱解の方法を用いるには、完備性があると簡単だから。
完備性のために Lebesgue積分に基づく Lp(Ω)と、一般化偏導関数を導入した。
特に Hilbert 空間であれば、次の射影定理が成り立つ (後の Rieszの表現定理,

Lax-Milgram の定理, etc. につながる)。

定理 13.1 (射影定理)

X が Hilbert 空間、V が X の空でない凸閉部分集合ならば、任意の u ∈ X
に対して、

h ∈ V , ∥u − h∥ = inf
v∈V

∥u − v∥

を満たす h が存在する (h = arg minh∈V ∥u − h∥ と書く方が分かる人がいる
かも)。

証明のあらすじ ∥u − vn∥ → infv∈V ∥u − v∥ となる {vn}n∈N を取り、中線定理

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥x∥2

)
に x = u − vn, y = u − vm を代入すると、{vn}n∈N が Cauchy 列であることが分
かる。その極限を h とすれば条件を満たす。
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12 有限要素法の理論的背景 12.1 概観
今回考えるのは、基本である Poisson 方程式の境界値問題である。
Ω は Rn の有界領域で、その境界 Γ は区分的に十分滑らかであるとす

る。また Γ1 と Γ2 は条件
Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ1 ̸= ∅

を満たすとする。f : Ω → R, g1 : Γ1 → R, g2 : Γ2 → R が与えられた時、
次の Poisson 方程式の境界値問題を考える。
問題 (P)� �
次式を満たす u を求めよ:

−△u = f in Ω,(1)

u = g1 on Γ1,(2)

∂u

∂n
= g2 on Γ2,(3)� �

ここで n は Γ の点における外向き単位法線ベクトルを表す。
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12 有限要素法の理論的背景 12.1 概観
まず、やり残したことを列挙してみる。

(1) 弱解の存在と一意性を証明していない。
(2) 弱解の正則性 (微分可能性や導関数の連続性) を証明していない。弱
解が十分な滑らかさを持っていれば、それは真の解であることを示
すに止まっている。

(3) 有限要素解の精度について、「誤差最小の原理」を示すに止まってい
る。実際はどれくらい小さい？

一般には、有限要素解の存在と一意性も問題になる。それは弱解の一
意存在と同様に証明することも出来るが、この講義では、菊地 [?] に従っ
て、Poisson 方程式の境界値問題の場合には、弱形式が正値対称行列を係
数とする連立 1 次方程式と同値であることを示してある。ゆえに一応は
解決済みである。
余談 Poisson方程式の境界値問題では、弱解は最小問題の解としても特徴づけられた (最
小型変分原理が成り立つ、という)。Stokes方程式の境界値問題では、最小型変分原理は
成立せず、その代わり鞍点型変分原理が成立する。この場合は議論はそんなに簡単では
ない。

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/応用数値解析特論 第 13 回 ～有限要素法の理論的背景～ 13 / 36

https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana2021/ANA03_1004_handout.pdf#page=16
https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/


12.2 弱解の一意存在 12.2.1 まず結論

(弱解の方法の参考書としては、Brezis [?] を勧める。)

問題 (W)� �
Find u ∈ Xg1 s.t.

(4) ⟨u, v⟩ = (f , v) + [g2, v ] (v ∈ X ).� �
弱解、すなわち問題 (W) の解 u ∈ Xg1 が一意的に存在することの証明

は、解析学の問題である、と知らん顔をすることも出来なくはないけれ
ど、以下あらすじを紹介する。

Hilbert 空間の Riesz の表現定理、あるいは Lax-Milgram の定理、さ
らにその一般化である Stampacchia の定理 (この名称は Brezis [?] で採
用されているが、一般的ではないかもしれない) を用いる。

これらの定理は兄弟のようなものである。任意の 1つを使って他の定理
を証明することも出来るし、どれも「同様に証明する」ことも出来る。

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/応用数値解析特論 第 13 回 ～有限要素法の理論的背景～ 14 / 36

https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/


12.2.2 関数解析から
このスライドに書いてあることは、関数解析の常識的事項である。
Banach空間、Hilbert空間は既知とする (それぞれノルム、内積を備えた完備

な空間)。
X を体 K上の Banach 空間とするとき、X から Kへの線形写像を、X 上の線

形形式とよび、X 上の連続な線形形式全体を X ′ と表す。
線形形式 f : X → K が連続であるためには、f が有界であること、すなわち

(∃M ∈ R)(∀x ∈ X ) |f (x)| ≤ M ∥x∥

が成り立つことが必要十分である。
任意の f ∈ X ′ に対して

∥f ∥X ′ := sup
x∈X

|f (x)|
∥x∥

= sup
x∈X

∥x∥=1

|f (x)| = sup
x∈X

∥x∥≤1

|f (x)| (f が有界なので有限値)

と定めると、X ′ は ∥·∥X ′ をノルムとする Banach 空間となる。
x ∈ X , f ∈ X ′ とするとき、f (x) のことを ⟨f , x⟩ と書くことも多い。
Hilbert 空間は Banach 空間であるから、以上すべてが成立する。
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12.2.3 Rieszの表現定理
Hilbert 空間においては、次の Rieszの定理が基本的かつ重要である。

定理 13.2 (Rieszの表現定理)

H は K 上の Hilbert 空間、F ∈ H ′ とするとき、∃!u ∈ H s.t.

(v , u) = ⟨F , v⟩ (v ∈ H).

H = Rn の場合に何を意味するか、考えてみよう。
証明は、ほとんどすべての関数解析のテキストに載っている。「閉線形

部分空間に垂線が引ける」という射影定理を用いるのがポイントである。
H = Rn の場合に説明した

「内積空間ノート 2.12 Rieszの表現定理 (Rn版)」

を紹介しておく。
問題が簡単な場合は、この定理を使って弱解の一意存在を証明すること

も出来るが (次のスライドを見よ)、もう少し便利な形にした Lax-Milgram
の定理が紹介されることが多い。
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12.2.3 Rieszの表現定理
例えば、Poisson 方程式の同次 Dirichlet 境界値問題

−△u = f in Ω, u = 0 on ∂Ω

に対して、V := H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω); v = 0 on Γ)

}
で、その内積とノ

ルムを

(u, v)V := (∇u,∇v) , ∥u∥V :=
√

(u, u)V , (u, v) :=

∫
Ω
u(x)v(x) dx

で定義すると、u が弱解とは

u ∈ V , (u, v)V = (f , v) (v ∈ V )

を満たすことである。この場合、弱解の一意存在は Riesz の表現定理を用
いて一発で証明できる。
(以前の記号との対応: g1 = 0, Γ2 = ∅であるから、Xg1 = X = H1

0 (Ω) = V .
また弱形式 ⟨u, v⟩ = (f , v) (v ∈ X ) は (u, v)V = (f , v) (v ∈ V ).)

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/応用数値解析特論 第 13 回 ～有限要素法の理論的背景～ 17 / 36

https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/


12.2.4 Lax-Milgram の定理

定理 13.3 (Lax-Milgramの定理)

V は R 上の Hilbert 空間、a : V × V → R は有界双線型形式で、V で強圧的

(
コ ア シ ブ
coercive, V-elliptic)、すなわち

(∃µ > 0)(∀v ∈ V ) a(v , v) ≥ µ ∥v∥2

が成り立つとする。このとき、∀F ∈ V ′ に対して、∃!u ∈ V s.t.

a(u, v) = ⟨F , v⟩ (v ∈ V ).

さらに a が対称ならば、この u は次のようにも特徴づけられる:

u ∈ V , J(u) = min
v∈V

J(v).

ただし
J(v) :=

1

2
a(v , v)− ⟨F , v⟩ (v ∈ V ).

証明は菊地 [?], Brezis [?] などを見よ。
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12.2.4 Lax-Milgram の定理
双線形形式 a : V × V → K が有界であるとは

(∃M ∈ R)(∀u, v ∈ V ) |a(u, v)| ≤ M ∥u∥ ∥v∥ .

念のため: 「特徴づけられる」というのは、u ∈ V に対して、
((∀v ∈ V ) a(u, v) = ⟨F , v⟩) ⇔ J(u) = min

v∈V
J(v)

が成り立つ、ということである。(以前の授業の (W) ⇔ (V) に相当
する。)
Lax-Milgram の定理は、Rieszの表現定理における内積 (·, ·) を、強
圧的有界双線形形式 a(·, ·) に一般化したものである (注意: 内積は強
圧的有界双線形形式である)。こうすることで応用に際して便利と
なっている。

さらに応用のための一般化として、次に掲げる Stampacchia の定理
がある (定理の名前が書いてないこともあるが)。
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12.2.5 Stampacchia の定理

定理 13.4 (Stampacchiaの定理)

V は R 上の Hilbert 空間、K は V の空でない閉凸集合とする。
a : V × V → R を有界双線型形式で、K で強圧的 (coercive) 、すなわち

(∃µ > 0)(∀v ∈ K ) a(v , v) ≥ µ ∥v∥2

が成り立つとする。このとき ∀F ∈ V ′ に対して、∃!u ∈ K s.t.

(♯) (∀v ∈ K ) a(u, v − u) ≥ ⟨F , v − u⟩.

さらに a が対称ならば、この u は次のようにも特徴づけられる:

u ∈ K , J(u) = min
v∈K

J(v).

ただし
J(v) :=

1

2
a(v , v)− ⟨F , v⟩ (v ∈ V ).
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12.2.5 Stampacchia の定理 使用上の注意 (こういう使い道がある)

注意 13.5 (菊地 [?])
(1) Stampacchiaの定理で、a が K で強圧的でなくても、

(∃µ > 0)(∀v , v∗ ∈ K ) a(v − v∗, v − v∗) ≥ µ ∥v − v∗∥2

が成り立てば十分である。この条件は、特に K = u0 +M, M は V の閉部
分空間の場合は、次の条件と同値である。

(∃µ > 0)(∀v ∈ M) a(v , v) ≥ µ ∥v∥2 .

(2) K = u0 +M, M は V の閉部分空間とするとき、変分不等式 (♯) は、
(∀v ∈ K ) a(u, v − u) = ⟨F , v − u⟩

や (∀v ∈ M) a(u, v) = ⟨F , v⟩

と同値である。

我々の問題に対して、M = X , u0 = “Γ1 で g1 に等しいある関数” とすると、
K = u0 +M = Xg1 となる。
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12.3 弱解の滑らかさ 12.3.1 f = −△u が滑らかならば u も滑らか

Poisson 方程式の弱解 u がどの程度の滑らかさ (微分可能性や導関数の
連続性… 弱解の正則性と呼ばれる) を持つか調べよう。

u を弱解とすると、まず定義から u ∈ H1(Ω) である。

Poisson 方程式
−△u = f

より、(∀k ∈ Z≥0) u ∈ Hk+2(Ω) ⇒ f ∈ Hk(Ω) は明らかであるが、条件が
良い場合には、この逆「f ∈ Hk(Ω) ⇒ u ∈ Hk+2(Ω)」が成立する。

(実はこの事実はかなり一般の楕円型偏微分方程式について成立する。)

Ω が 1次元の区間であれば、f ∈ Hk(Ω) ⇒ u ∈ Hk+2(Ω).
(これは簡単。)

Ω が C k+2 級の開集合であれば、f ∈ Hk(Ω) ⇒ u ∈ Hk+2(Ω).
(Evans [?] §6.3.2)
Ω が凸多角形領域ならば、f ∈ H0(Ω) = L2(Ω) ⇒ u ∈ H2(Ω).
(Dauge [?], または古典である Grisvard [?])
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12.3.2 Sobolevの埋蔵定理
Sobolevの意味での微分可能性ではなく、普通の微積分の意味での微分

可能性はどうなるだろうか？

Sobolev の意味で十分な回数の微分可能性があれば、普通の意味での滑
らかさ (連続性、微分可能性) が導かれ、弱解は真の解となる。

定理 13.6 (いわゆる Sobolev の埋蔵定理の一つ (Evans [?] p. 284))

U が Rn の有界な開集合、k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, u ∈ W k,p(U) とする。
k − n/p > 0 であるとき、u ∈ C k−[n/p]−1,γ , ここで

γ =

{ [
n
p

]
+ 1− n

p (n/pが整数でないとき)

1未満の任意の正の数 (n/p が整数のとき).

さらに
∥u∥C k−[n/p]−1,γ(U) ≤ C ∥u∥W k,p(U) .

Hk(Ω) = W k,2(Ω) であるから、k − n/2 より小さい最大の整数を ℓ と
するとき、u ∈ Hk(Ω) ⇒ u ∈ C ℓ(Ω) が成り立つ。
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12.4 有限要素解の誤差評価 12.4.1 方針
簡単のため、ここでは 2次元の Poisson 方程式の同次 Dirichlet 境界値

問題を扱うことにする。関数空間とノルムは

V := H1
0 (Ω), ∥u∥V := ∥∇u∥ =

(∫ ∫
Ω

(
u2x + u2y

)
dx dy

)1/2

.

基礎となるのは証明済みの次の事実である。
誤差最小の原理� �
uh を有限要素解とするとき、

∥u − uh∥V = min
v∈Vh

∥u − v∥V .

(菊地先生の本では、∥ · ∥V は ||| · |||, uh は û と書いた。)� �
∥u − v∥V がある程度具体的に計算できて小さいことを示せるような

v ∈ Vh を見出せれば ∥u − uh∥ ≤ ∥u − v∥ という評価が得られる。

v として、ここではいわゆる補間多項式 uh = Πhu を利用する。
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12.4.2 1次元の場合の誤差評価
節点の全体を {Pi}mi=1 として、区分 1次多項式 φi で φi (Pj) = δij を満

たすものをとると、φ1, . . . , φm は区分 1次多項式全体のなす線形空間の
基底になる。

v ∈ H1(I ) に対して、Πhv を次式で定める。

ṽh(x) = Πhv(x) :=
m∑
i=1

v(xi )φi (x).

Πhv は v の Lagrange 補間、線形補間と呼ばれる。

補題 13.7

∀v ∈ H2(I ) に対して、

∥v − ṽh∥ ≤ 2√
3
h2
∥∥v ′′∥∥ , ∥∥v ′ − ṽ ′h

∥∥ ≤ 2√
3
h
∥∥v ′′∥∥ .

証明は例えば、齊藤 [?] の pp. 10–13 に載っている。
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12.4.2 1次元の場合の誤差評価

定理 13.8 (有限要素解の誤差評価 (1次元の場合))

∀f ∈ L2(I ) に対して、∃!uh ∈ Vh s.t. uh は弱解、∥uh∥V ≤ ∥f ∥. さらに
∥u − uh∥V ≤ Ch ∥u′′∥, ∥u − uh∥ ≤ Ch2 ∥u′′∥.

証明
補題の二つ目の不等式から

∥u − uh∥V =
∥∥u′ − u′h

∥∥ ≤ 2√
3
h
∥∥u′′∥∥ .

後半は、Aubin-Nitsche のトリック (別名 duality argument) を用いる。
eh := u − uh とおき、

(5) (w , v)V = (eh, v) (v ∈ V )

を満たす w ∈ V を求める (この問題を共役な問題と呼ぶ)。
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12.4.2 1次元の場合の誤差評価

証明 (続き)

w ∈ H2(I ) かつ w ′′ = −eh である。
さらに uh は u の Vh 射影であるから、eh = u − uh は Πhw ∈ Vh とは

直交している a。すなわち (eh,Πhw)V = 0 が成り立つ。
ゆえに (5) に v = eh を代入して

∥eh∥2 = (eh, eh) = (w , eh)V = (w − Πhw , eh)V ≤ ∥w − Πhw∥V ∥eh∥V

≤ 2√
3
h
∥∥w ′′∥∥ · 2√

3
h
∥∥u′′∥∥ =

4

3
h2 ∥eh∥

∥∥u′′∥∥ .
両辺を ∥eh∥ で割って

∥eh∥ ≤ 4

3
h2
∥∥u′′∥∥ .

a(uh, vh)V = (f , vh) = (u, vh) (vh ∈ Vh より、(u − uh, vh)V = 0. u − uh を eh と書き
換えて、vh として Πhw をとって、(eh,Πhw)V = 0.)
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価
Ωは多角形領域 (⊂ R2),区分1次多項式によるW = H1(Ω), V = H1

0 (Ω)
の近似空間Wh, Vh を導入する。
次の 3条件が成り立つように Ωを (閉)三角形 T の集合 T に分割する。

(1)
⋃

T∈T T = Ω
(2) 任意の異なる二つの三角形は内部を共有しない。
(3) 任意の三角形の任意の頂点は、他の三角形の頂点としているか、単
独で Ω の角をなすかのどちらかである (ある三角形の辺上に別の三
角形の頂点があることはない)。

図 1: 重なり, すき間, 頂点が他の要素の辺上にある、なんてのはダメ
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価

T ∈ T の直径 (= sup
x ,y∈T

|x − y | = T の外接円の直径) の最大値を h と

おく:
h := max

T∈T
hT .

三角形分割 T を、この h を明示する意味で、Th と書くことが多い。
H2(Ω) のセミノルム |u|2,T を次式で定義する:

|u|2,T :=

[∫ ∫
T

(
|uxx |2 + 2 |uxy |2 + |uyy |2

)
dx dy

]1/2
.
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価
1次多項式で T の各頂点で u と値が一致するものを Πu と書く。

補題 13.9 (局所補間誤差)

T を閉三角形、u ∈ H2(T ) とするとき、
∥Πu − u∥L2(T ) ≤ C1h

2
T |u|2,T ,

∥∇ (Πu − u)∥L2(T ) ≤ C1
1

sin2 θT
hT |u|2,T .

ただし θT := T の最小内角. C1 は T や u に無関係な正定数。

証明は、やはり齊藤 [?] を見よ。

この補題はずいぶん細かいことをやっているようだが、実は理由があ
る。分割の族を扱うと、無限に多くの三角形が対象になるので、一般に
は、いくらでも小さい θT が出て来るような分割の族がありうる。そうな
るとまともな誤差評価が得られないだろうことは容易に想像出来る。そこ
で次のような仮定をおくことにする。
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価

定義 13.10 (三角形分割の族の正則性, Zlámal の最小角条件)

三角形分割の族 {Th}h>0 が正則 (regular) とは、

(6) (∃θ1 > 0) inf
Th

min
T∈Th

θT ≥ θ1.

この条件を Zlámal の最小角条件と呼ぶ。

同値な条件に

(7) (∃ν1 > 0)(∀Th ∈ {Th})(∀T ∈ Th)
hT
ρT

≤ ν1.

がある。ただし
ρT := T の内接円の直径.

(条件 (7) は、3次元の場合にも通用する。)
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価

定理 13.11 (大域的補間誤差)

{Th}h>0 が正則な三角形分割族とするとき、

∥Πhu − u∥ ≤ C1h
2 |u|2,Ω (u ∈ H2(Ω)),

∥∇ (Πhu − u)∥ ≤ C1

sin2 θ1
h |u|2,Ω (u ∈ H2(Ω)).

ここで C1 は補題 13.9中に現れる正定数である。

証明は、やはり齊藤 [?] を見よ。
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価

定理 13.12 (H1 誤差評価)

Ω は凸多角形領域、{Th}h>0 を Ω の正則な三角形分割の族とする。u ∈ V を
弱解、Th の連続な区分 1次多項式で境界で 0になるもの全体を Vh, uh ∈ Vh を
有限要素解とするとき、

∥u − uh∥V ≤ Ch |u|H2(Ω) .

ただし C = C (θ1,Ω) > 0.

証明.

誤差最小の原理から、∀vh ∈ Vh に対して、
∥u − uh∥V ≤ ∥u − vh∥V .

vh として Πhu を代入すると、
∥u − uh∥V ≤ ∥u − Πhu∥V ≤ C(θ1,Ω)h |u|2,Ω .

ゆえに
∥u − uh∥V ≤ C(θ1,Ω)h |u|2,Ω .
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12.4.3 2次元の場合の誤差評価

定理 13.13 (L2誤差評価)

定理 13.12と同じ仮定のもとで

∥u − uh∥ ≤ C ′h2 |u|H2(Ω) .

証明.

定理 13.8 の後半の証明と同様に Aubin-Nitsche のトリックを用い
る。
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12.4.4 まとめ

H1誤差評価については
1次元の証明は、誤差最小の原理＋補間関数の局所的な誤差
2次元の証明は、誤差最小の原理＋補間関数の局所的な誤差＋分割の
正則性から導かれる大域的な誤差評価

L2 誤差評価は、H1 誤差評価よりも h の冪が 1高い評価が得られる
(Aubin-Nitcshe のトリックによる)

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/応用数値解析特論 第 13 回 ～有限要素法の理論的背景～ 35 / 36

https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/


参考文献 I

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/応用数値解析特論 第 13 回 ～有限要素法の理論的背景～ 36 / 36

https://m-katsurada.sakura.ne.jp/ana/

	本日の講義内容、連絡事項
	有限要素法の理論的背景
	概観
	弱解の一意存在
	弱解の滑らかさ
	有限要素解の誤差評価

	参考文献

